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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Problemstellung

Gegeben sei ein konvexer Kérper K C R”, wobei n typischerweise
groB ist. Eine direkte Berechnung des Volumens ist auf Grund der
hohen Dimension praktisch nicht méglich, wir wéhlen daher ein
Monte-Carlo-Verfahren.

Hierbei missen wir das Problem im zwei Schritte unterteilen:

@ Simuliere gleichverteilte Punkte auf K;

@ Schatze das Volumen Vol, K von K ab.
Hierbei ist vor allem die Simulation interessant, die
Volumenabschéatzung ergibt sich als Grenzwert der Summation

genlgend vieler Punkte und kann daher auf das erste Problem
zurlckgeflhrt werden.
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Methodik: Orakelfunktion

Wir nehmen an, dass wir K durch eine Orakelfunktion gegeben
haben, die flr ein gegebenes x € R” angibt, ob x € K gilt. Ein Beispiel
fir eine Orakelfunktion ist die Indikatorfunktion:

1 xeK

oracle(x) = {O v K

In der Praxis geschieht dies oft durch Lineare Programmierung, aber
es gibt auch Falle, in denen ein exaktes Orakel nicht méglich ist.

K

oracle(x) = 1
oracle(y) = 0
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Methodik: Fluch der Dimension

Ebenfalls ist ein direktes Monte-Carlo-Verfahren nicht méglich, da K
im Vergleich zum mdglichen Samplingbereich verschwindet gering
sein kann.

Sei etwa K = B,,(0, 1) die Einheitskugel und C = [—1, 1]" der kleinste
Wiirfel, der K enthalt. Hier kann Vol, K exakt berechnet werden und

wir erhalten P
Vol, K nﬂw =0
Vol,C 27

exponentiell schnell.
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Abbildung: Fluch der Dimension

n=2 n=3
Vol, / Volg = 78,54% VoL, / Vol, = 52,36%
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Methodik: Der ball walk

Daher nutzen wir das Prinzip des ball walk:

Gegeben sei ein Punkt X, € K, welcher der Position des random walk
zur Zeit ¢ entspricht. Wir wéhlen X, i.i.d. aus B(X;,§) N K, wobei
B(x, r) die n-dim. Kugel um x mit dem Radius § beschreibt. Die
geeignete Wahl von ¢ ergibt sich aus zusatzlichen Informationen, die
wir Uber K haben.

Wir werden zeigen, dass diese Markovkette eine stationare
Verteilung hat, welche annahernd der Gleichverteilung auf K
entspricht, und dass die Konvergenzrate polynomiell in » ist.
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Algorithmen: Direkt vs. Metropolis

Warnung: Theorie und Praxis

Fir unsere weiteren Betrachtungen missen wir feststellen, dass der
oben beschriebene Algorithmus, d.h. die Wahl eines Punktes

X;11 € B(X;,0) N K i.i.d. fUr ein allgemeines K nicht implementierbar
ist. Dennoch werden wir uns in der Theorie oft auf diesen direkten
Algorithmus beziehen.

In der Praxis verwenden wir eine Art Metropolis-Algorithmus:
Wshle y € B(X;,d) i.i.d.

Wenn oracle(y) =1, setze X,11:=y.

Sonst setze Xy :=X;.

Wir sehen spéter, dass die Metropolis-Variante nur um einen
konstanten Faktor langsamer als die direkte Variante ist.
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Notation bei raumkontinuierlichen Markovketten

Dadurch, dass bei kontinuierlichem Zustandsraum (mit diskreter Zeit)
die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Punkt x € K zu einem
Punkt y € K fast sicher 0 betragt, betrachten wir hier die
Wahrscheinlichkeit, dass wir zur Zeit 1 in eine messbare Menge A
gesprungen sind, m.a.W. P[x,A] = P[X; € A | Xo = x].

Die Wahrscheinlichkeit fir Schritt ¢ definieren wir induktiv mit P! = P
und

P'(x,A) ::/P’_l(x,dy) P(y,A)  fure> 1.
K
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Notation bei raumkontinuierlichen Markovketten

Im Falle des ball walk erhalten wir

~ Vol,(B(x,6) NA)
Plx.4) = Vol,,(B(x,d) N K)

fir jede messbare Menge A C K und

_ dy
Py = G B 0K M

gegebeny € B(x,0) N K.
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Einfiihrung und Problematik Motivation

Wiederholung

Stationdre Verteilung

Definition
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p hei3t stationér oder invariant far
P, wenn sie folgende Bedingung erflillt:

() = [ P(x.4) n(a)
K
fur alle messbaren Mengen A € K.

Die stationare Verteilung ist eindeutig, wenn P'(x,A) == .(A) fir alle
x und alle A qilt.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Erste Anforderungen an ¢

Um sinnvolle Aussage Uber stationére Verteilungen treffen und somit
mit den vorgestellten Algorithmen arbeiten zu kdnnen, ist es
notwendig, eine Bedingung an ¢ aufzustellen:

§ <sup{|lx—y| : x,y € K},

d.h. 6 muss kleiner sein als der Durchmesser von K, da wir sonst im
ersten Schritt bereits die Gleichverteilung als stationare Verteilung
erhalten — somit haben wir das Problem, einen Punkt i.i.d. auf ganz K
zu erzeugen. Dies ist aber exakt das Ausgangsproblem!

Far die Anwendung des Metropolis-Algorithmus sollte ferner das

Verhaltnis
Vol,, B(X;,§) N K

Vol,, B(X;, §)
nicht zu klein sein.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Krimmungsbedingung

Ist K sehr lang und diinn, wird die Konvergenzrate des
Metropolis-Algorithmus signifikant sinken: 6 muss klein genug sein,
dass der ball walk tGiberhaupt Punkte in K trifft — aber andererseits
grof3 genug, dass der Prozess ganz K erreichen kann.

Flr das weitere Vorgehen stellen wir daher eine
Krimmungsbedingung auf, die insbesondere in der Theorie
wesentliche Vereinfachungen zulasst:

VxeK3yeK : xeB(y,1) CK. (2)

Anschaulich bedeutet dies, dass wir ganz K mit 1-Ballen tberlagern
kénnen.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Lokale Leitfahigkeit

Die gesuchte stationére Verteilung ist bei der direkten Methode zwar
nicht gleichverteilt, fir kleines ¢ jedoch annahernd. Um die stationére
Verteilung zu beschreiben, definieren wir die Funktion ¢ : K — R wie
folgt:
Vol, B(x,0) N K
L(x) = ——F—
() Vol, B(x, )

¢ heiB3t lokale Leitfdhigkeit und beschreibt anschaulich die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein zufélliger Punkt aus dem ¢-Ball um x in
K liegt.

Wir normalisieren ¢(x), um eine Dichtefunktion zu erhalten, welche
sich als die Dichte der stationaren Verteilung des ball walk erweisen
wird:

(3)

(4)
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Stationare Verteilungen des ball walk

Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

L ISt stationéare Verteilung

Lemma
Wenn X, u-verteilt ist, dann gilt dies auch fiir X, .

Zum Beweis bezeichne 1 die Verteilung von X, und wir setzen
L:= [, {(x)dx.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweis des ersten Lemmas

m@ = [m@) = [ [ Pyt
1(dx) -
/Ady /B(yﬁéw Vol, B(x,3) N K (mit 1)
1 £(x)dx .
a /dy/g(ya)mx Vol, B( 5)NkK (mit 4

= —— (mit3
/ /B(y 5)NK VOI B x (5) ( )

Vol,, B(y,0) N
- dy — 200 2
/Ay VolnB(yﬁ)

el e e

/A Uy)dy = p(A)  (mit 3, 4)

ged.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Bemerkung: Gleichvert. stationédr bei Metropolis

Analog zu oben zeigt man, dass die Gleichverteilung eine stationare
Verteilung fUr die Metropolis-Variante ist.

Anschaulich ist dies klar:

direkter Algorithmus Metropolis-Algorithmus
B(x,9)
B(y.5)
K
B(x,8) B(y,)
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Laufzeitvergleich Metropolis vs. direkt

Lemma

Wir nehmen die Kriimmungsbedingung (2) an und wéhlen 6 < %
wobei ¢, eine dimensionsunabhédngige Konstante ist. Dann gilt:
4

— < <
10_6(}6) <1

fir alle x € K.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweis des zweiten Lemmas

Die obere Schranke ist trivial.

Unter Annahme der Krimmungsbedingung liegt jedes x € K in einem
1-Ball B(y, 1) C K. Wir zeigen daher

Vol,, B(x,0) N B(y, 1) S 4
Vol B(x,8) - 10°

Es genlgt zu zeigen, dass dies fiir x auf dem Rand von B(y, 1) gilt.

Wir betrachten die Tangentialebene H; zu B(y, 1) durch x und eine
parallele Hyperebene H, durch die beiden Schnittpunkte der Bélle.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Graphik zum Beweis des zweiten Lemmas

H, A
ey |
h </ = (_2
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Fortsetzung des Beweises

Mit H;" bezeichnen wir die Seite der Hyperebenen, die den Punkt y
enthalt. Es gilt
B(x,0) N Hf C B(y,1)

fir § < 1. Also genligt zu zeigen:

4
Vol, B(x,8) N H < ﬁ.VolnB(x,a)

Wir zeigen daher, dass B(x,§) N H, N H;" héchstens 1/10 des
Volumens von B(x, §) hat.

Dazu betrachten wir den Zylinder mit Grundflache B(x, §) N H;, dessen
Hohe der Abstand von H; und H, ist. Diese Hohe betragt genau 42/2.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Fortsetzung des Beweises

Mit der Volumenformel fiir n-dim. Kugeln sowie die Stirlingsche
Abschatzung der I'-Funktion erhalten wir

Vol,_i B(x,0) NH, ol n-T (%)
VOl,,B()C7 (5) o s - (n— 1) .T (ngl)
n+3 ne

/I (1) F e

< —

\/7?5(”_1)'\/%(% 2 e~
_ Ve n (n+2)r+3
T Vame n—1 \[ (n+ 12

=
IAV
(3]
B
(i8]
g
|
[
<
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Abschluss des Beweises

Somit gilt:
Vol,,(Zylinder) 1
—_— < = .
Vol, B(x,0) — F60Vn

Setzen wir .
€ =g (unabhangig von n !)

erhalten wir die gewlinschte Abschéatzung.

ged.
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Stationéare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

"Partition der VVarianz"

Wir zeigen nun, dass der ball walk schnell gegen die stationare
Verteilung konvergiert.

Lemma

Seif eine messbare Funktion auf einer messbaren Menge M und
M,, ...,M,_ eine Partition von M. Dann gilt:

n—1 n—1
[Pan=3" [ ¢~FPdu+ Y uF;.
M i=0 Y Mi i=0

wobei
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweis des dritten Lemmas

/Al_(f—ff)zduﬂLu(Mi)ff
= 2d Frdp—2 [ Fifd M)F
/Mif u+/M[f, p /M[f,f j+ p(M)F

= [P i T = 20087 +

= /vazdu.

i

ged.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz ins Gleichgewicht

Konvergenz des ball walk
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Notationen

Um die Konvergenzrate abzuschatzen, betrachten wir den Abfall der
Varianz einer Testfunktionen f (mit Ef = 0 nach Konvention). Hierfr

betrachten wir eine Funktion # : K — R mit

W) = s / P(x,dy) (f(x) — ()

2

1
~ 2Vol,B(x,0) NK /B(M)HKOC(X) —f(y))*dy (5)

und fUhren folgende Bezeichnungen ein:

Var,f = /fzdu (Varianz auf K)
K

Er(f,f) = /hdu (Dirichletform, "lokale Variation")
K
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Stationéare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Die Poincaré-Ungleichung

Theorem (Poincaré-Ungleichung)

Sei K C R” ein konvexer Kérper mit Durchmesser D, der die
Kriimmungsbedingung (2) erfiillt. Wéhle 6 < ¢, /+/n wie im zweiten
Lemma. Dann gilt fiir jede messbare Funktionf : K — R:

gP(fvf) Z A Varufv

wobei gilt:
\ = @) ° 52
D?.n
fur eine dimensionsunabhéngige Konstante c,.
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Stationéare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Von der Ungleichung zur Laufzeit

Aus der Poincaré-Ungleichung Iasst sich eine Beschrankung der
Laufzeit herleiten:

Theorem (Laufzeitabschétzung)

Fir eine > 0 sei 7(e) die vom ball walk bendtigte Zeit, die stationédre
Verteilung p bis auf Variationsnorm e zu erreichen. Unter der
Kriimmungsbedingung (2) gilt:

7(e) < OA"'(loge™" +i(uo))),

wobei i(1) die Abhdngigkeit von der Startverteilung beschreibt und A
wie in der Poincaré-Ungleichung bestimmt ist.

In der Praxis ist i(uo) etwa in der GréBenordnung nlog(D/26). (ohne
Beweis)
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweis: Grundidee

Wir beweisen nun die Poincaré-Ungleichung mit einem
Widerspruchsbeweis. Annahme: Es existiert ein f : K — R mit

Ep(f.f) < A-Var,f. (6)

Nun suchen wir kleiner werdende schlechte Mengen M, bei denen
der Quotient
Jua Py

fM(f _f)zd:u
klein ist, wobei f = fo du. Setzen wir M = K, so erhalten wir

thfM _ gp(faf) <\
J(f —F2du — Var,f
Wir versuchen, auch in Abhangigkeit von § kleine M zu bekommen —

denn dann muss f nahezu konstant auf M sein, obwohl die globale
Varianz grof3 ist. Hier erreichen wir den Widerspruch.
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Stationéare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beh.: Schlechte Mengen sind platt

Als erstes zeigen wir, dass die schlechte Menge auf eine platte
Menge K, eingeschrankt werden kann, d.h. K; ist in allen
Dimensionen bis auf einer sehr klein. Natirlich achten bei unseren
Einschrankungen darauf, dass das Verhaltnis (7) durch A\ beschrénkt
bleibt.

Behauptung

Angenommen, f : K — R erfillt die Ungleichung (6) und E,, = 0.
Dann gibt es fiir jedes £ > 0 eine konvexe Teilmenge K, C K, welche

/hdp<)\-/f2d,u und fdu=0
K[ K] K]

erfiillt sowie K, liegt in der Box [0, D] x [0,]"~! in einem geeigneten
Koordinatensystem.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisskizze zur ersten Behauptung

Wir nehmen an, dass fiir ein j > 2 der Korper K; bereits eine
schlechte Menge ist, die in [0, D} x [0, ]"~ liegt und flr die

fof dp = 0 qgilt, d.h. unsere schlechte Menge ist schon auf n — j
Dimensionen eingeschrankt.

Der Induktionsanfang K,, = K ist selbstversténdlich durch unsere
Annahme (6) gegeben.

Far die Einschréankung entlang einer weiteren Dimension wird ein

Divide-and-Conquer-Verfahren verwendet, welches wir hier nur grob
ansehen werden.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisskizze: Divide-and-Conquer-Verfahren

@ Betrachte eine Projektion R auf die ersten beiden pastésen
Dimensionen.

Per Induktion erreichen wir so eine platte Menge K.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisskizze: Divide-and-Conquer-Verfahren

@ Betrachte eine Projektion R auf die ersten beiden pastésen
Dimensionen.

@ Wahle x € R so, dass jede Gerade durch x die Menge R in
Gebiete mit jew. mind. einem Drittel der Gesamtflache teilt.
(So ein x existiert immer, ohne Beweis.)

Per Induktion erreichen wir so eine platte Menge K.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisskizze: Divide-and-Conquer-Verfahren

@ Betrachte eine Projektion R auf die ersten beiden pastésen
Dimensionen.

@ Wahle x € R so, dass jede Gerade durch x die Menge R in
Gebiete mit jew. mind. einem Drittel der Gesamtflache teilt.
(So ein x existiert immer, ohne Beweis.)

@ Wahle eine Hyperebene H durch x so, dass ihre Normale in R
liegt und dass der Erwartungswert von f sowohl in K; N H™ als
auch in K; N H™ gleich 0 ist. Beide Mengen sind dann ebenfalls
schlecht.

Per Induktion erreichen wir so eine platte Menge K;.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisskizze: Divide-and-Conquer-Verfahren

@ Betrachte eine Projektion R auf die ersten beiden pastésen
Dimensionen.

@ Wahle x € R so, dass jede Gerade durch x die Menge R in
Gebiete mit jew. mind. einem Drittel der Gesamtflache teilt.
(So ein x existiert immer, ohne Beweis.)

@ Wahle eine Hyperebene H durch x so, dass ihre Normale in R
liegt und dass der Erwartungswert von f sowohl in K; N H™ als
auch in K; N H™ gleich 0 ist. Beide Mengen sind dann ebenfalls
schlecht.

@ Setze dieses Verfahren auf eine diese Mengen fort, bis eine
schlechte Menge mit GroBe 12 erreicht wird.

Per Induktion erreichen wir so eine platte Menge K.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisskizze: Divide-and-Conquer-Verfahren

@ Betrachte eine Projektion R auf die ersten beiden pastésen
Dimensionen.

@ Wahle x € R so, dass jede Gerade durch x die Menge R in
Gebiete mit jew. mind. einem Drittel der Gesamtflache teilt.
(So ein x existiert immer, ohne Beweis.)

@ Wahle eine Hyperebene H durch x so, dass ihre Normale in R
liegt und dass der Erwartungswert von f sowohl in K; N H™ als
auch in K; N H™ gleich 0 ist. Beide Mengen sind dann ebenfalls
schlecht.

@ Setze dieses Verfahren auf eine diese Mengen fort, bis eine
schlechte Menge mit GroBe 12 erreicht wird.

@ Die Gr6Be in einer Richtung ist dann maximal «.
(geometrischer Fakt, ohne Beweis.)

Per Induktion erreichen wir so eine platte Menge K.
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisskizze: Divide-and-Conquer-Verfahren

@ Betrachte eine Projektion R auf die ersten beiden pastésen
Dimensionen.

@ Wahle x € R so, dass jede Gerade durch x die Menge R in
Gebiete mit jew. mind. einem Drittel der Gesamtflache teilt.
(So ein x existiert immer, ohne Beweis.)

@ Wahle eine Hyperebene H durch x so, dass ihre Normale in R
liegt und dass der Erwartungswert von f sowohl in K; N H™ als
auch in K; N H™ gleich 0 ist. Beide Mengen sind dann ebenfalls
schlecht.

@ Setze dieses Verfahren auf eine diese Mengen fort, bis eine
schlechte Menge mit GroBe 12 erreicht wird.

@ Die Gr6Be in einer Richtung ist dann maximal «.
(geometrischer Fakt, ohne Beweis.)

@ Fihre einen Koordinatenwechsel durch, sodass eine der beiden
Projektionsdimensionen maximal Gré3e ¢ hat.

Per Induktion erreichen wir so eine platte Menge K;.
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Stationéare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beh.: Schlechte Mengen sind noch platter!

Das oben besprochene Beweisvefahren kann leider die letzte
Dimension nicht in eine e-Box packen. Wir benétigen also einen
neuen Ansatz fiir die letzte pastése Dimension.

Behauptung

Seien K., f und & wie oben und sein = <2 mit einer Konstanten

Vi
c3 > 0. Unter der Krimmungsbedinung (2) existiert eine konvexe
Teilmenge Ky, C K; mit

/ hdp < % (f —f)du (8)
K K

wobei f = m Jx,f dp analog zu oben definiert ist.
Ebenfalls gilt: K, liegt in der Box [—n,n] - [0,e]"~ .
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisidee fur die zweite Behauptung

Wir zerlegen K, in m kleine Abschnitte und zeigen, dass mindestens
einer dieser Abschnitte (oder die Vereinigung zweier benachbarter)
die Ungleichung (8) erfullt.

S, 18, 18,]S8, S| S
Kj u‘ o
n
— —
U, U, U, v
— I
U/ Uj UnJ
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Beweisidee fur die zweite Behauptung

=2

O [ frdp =0 [ =T du+ 0 (ST

@ A := erster Summand, B := zweiter Summand.

@ Wenn A > B gilt, folgt die Abschatzung schnell und es gilt sogar
A= 0(n?).

@ Fir die Umkehrungen kann man zeigen, dass fir die
Vereinigungen U, ebenfalls gilt: Eine globale gro3e Varianz
bedingt eine grof3e lokale Varianz auf irgendeinem der Uy.

Der Beweis ist in Kapitel 6 der Lecture Notes von MARK JERRUM zu
finden (Seiten 87-90).
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Abschluss des Beweises

Wir haben nun eine schlechte Menge K, gefunden, die in einem 2y
langem Prisma eingeschlossen ist, dessen restliche Seiten einem
(n — 1) -dim. Wirfel mit Seitenlénge ¢ entsprechen. Nun fihren wir
den Widerspruch herbei:

Sei C die Mittelachse des Prismas und seien z; und z, die
Schnittpunkte von C mit den Seiten des Prismas. Wir setzen
8’ := § — ey/n und wahlen ¢ so klein, dass

Vol, B(0,6") > 0,9 - Vol, B(0, ).

Sei I := B(z;,¢') N B(z2,6") N K. Durch Anderung der Wahl von ¢; und
damit Beeinflussung der GréB3e von 7 erreichen wir

Vol, B(Z], (S/) n B(Zg7 6/) > 0,8 - Vol, B(O, 5),
wie in der Rechnung zum zweiten Lemma. Daraus folgt dann:

Vol, I > 0,2 - Vol, B(0, 5). 9)



Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Graphik zum Beweisabschluss
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Abschluss des Beweises I/

Eine Schllsseleigenschaft von I ist also, dass es nicht zu klein ist.
Die andere ist die Tatsache, dass jeder Punkt in 7 von jedem Punkt
aus Ky in einem Schritt des ball walk erreicht werden kann. Nach
Konstruktion gilt also

sup{[lx —y|| : xe Cundy eI} <¢,
woraus nach der Dreiecksungleichung folgt:
sup{[[x —y|| : x€eKoundy eI} <§ +eyn=34.
Da I C K, kdnnen wir hierflr auch schreiben:

I CB(x,0)NK fur alle x € K. (10)
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Stationare Verteilungen des ball walk
Konvergenz des ball walk Konvergenz ins Gleichgewicht
Beweis der Poincaré-Ungleichung

Abschluss des Beweises: Der Widerspruch

Nun erhalten wir

/Kohd” = ;/ Vole(S mK/(f dy (5),(10)

= 2\/01,,13(0,5)/1(0 M(dX)/I(f(X) —f))*dy

= m /,dy o (F(x) = £())* i(dx) ~ (Fubini)
= m/d)’ Ko(f*f)zdu (Varianzmin.)

z 1),/ —fPdp (9)

Dies ist aber ein Wlderspruch zur zweiten Behauptung (8).
ged.



Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Das Verfahren in der praktischen Anwendung

Zwar ist das Verfahren explizit fur hochdimensionale Anwendungen
ausgelegt, dennoch werden hier der Anschauung wegen nur zwei-
und dreidimensionale konvexe Kérper betrachtet.

Aus den am Anfang des Vortrags genannten Griinden kommt
ausschlieBlich die Metropolis-Variante des Algorithmus flr eine
Implementierung in Frage. Ebenfalls vernachlassigen wir die
Krimmungsbedingung, achten aber bei unseren Testkdrpern darauf,
dass keine spitzen Winkel auftreten.
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Funktionsweise |

5 =1: n = 20.000 5=1:n=1.000
Gute Wahl... Zu wenig Schritte.
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Funktionsweise Il

§ = 0,005; n = 20.000 § = 5.000; n = 20.000
Zu kleine Schrittweite. Zu groBe Schrittweite.
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Konvexe dreidimensionale Kérper

Einheitskugel Doppelpyramide
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Von den Punkten zum Fldcheninhalt

Um aus den erzeugten Punkten einen Flacheninhalt zu generieren,
nutzen wir den Ansatz des Anteilsprodukts:
Sei der konvexe Kérper K gegeben. Wir betrachten eine Serie
konzentrischer Kugeln By C By C --- C By, sodass By C K und
K C By. Weiterhin fordern wir, dass das Volumen nicht zu stark
ansteigt, etwa Vol,, B;;; < 2 - Vol, B;. Wir kdnnen die Anteile
. VOln Bi NK
i = VOln Bi+1 NK
abschéatzen durch wiederholtes Erzeugen von Punkten aus B;y; N K
und Bestimmen des Anteils dieser Punkte, die auch in B; N K liegen.
Sei Z; ein so erzeugter Schatzer fir p;. Dann erhalten wir eine
Abschétzung des Volumens von K durch
k—1
Vol, K ~ Vol, By - 1:[0 A
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Abbildung: Konzentrische Kugeln

K anndhernd rund — wenig Kugeln — gute Schatzung mdoglich.
K platt — viele Kugeln — groBe Ungenauigkeit!
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Volumenberechnung zweier Testkérper

Eetnating the voluno of convon bodlss (ulth tupo = 0, n = 200000, dolta = .50 Estinating the volune of convon bodios (uich tupo = 2, 1 = 200000, dolta = 0.9)

Volgxars = 8/3 =~ 2,667 Volpxarr = 7/2 = 1,571
(Doppelpyramide) (Zylinder)
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Volumenberechnung: Simulation

E[Vol| = 2, 64443 E[Vol] = 1,77758
(Doppelpyramide) (Zylinder)
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Wahl des richtigen ¢ ist essentiell!

Wir betrachten nun zwei Abschatzungen fiir die Doppelpyramide:

Voluns of “chosbus” uLth n = 10600, delta = 0.05 (sstinatod 260 tines) Soluma of “rhonbus” with n = 10000, dalta = .5 (estinated 200 tines)

5= 0.05; 1= 10.000; m =200 6= 0.5 n — 10.000; m = 200
E[Vol] = 2,60565 E[Vol] = 1,85223
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Probleme in der Praxis

@ Implementierung der Orakelfunktion.

@ Wie groB ist der Durchmesser D des konvexen Korpers?
@ Wo lasst man den ball walk starten?

@ Wahl des richtigen ¢!

@ Wegfall der Krimmungsbedingung (2)!

@ Viele konzentrische Kugeln — grof3e Varianz — grof3e Fehler
wahrscheinlich!

@ Skalierung von K.

Fazit

Es missen weitere Informationen Uber den konvexen Kérper K
gegeben sein und das Verfahren je nach Beschaffenheit angepasst
werden!
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Verwendung des Verfahrens

Die Berechnung hochdimensionaler Integrale Gber konvexe Mengen
ist ein haufig auftretendes Problem in vielen mathematischen und
auBermathematischen Themenbereichen. Insbesondere erscheinen
Fragestellungen dieser Art

@ in der Finanzmathematik. [Risikooptimierung]

@ in der Bayesschen Statistik.

@ in der statistischen Physik. [Gibbs-Sampling]
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Implementierung
Volumenberechnung
Anwendung und Ausblick Ausblick

Und nédchste Woche sehen wir...

Unter gewissen Voraussetzungen an die Eingabedaten kénnen
direkte Fehlerschranken sowohl fiir den reinen Monte Carlo- als auch
den Metropolis-Algorithmus mit zugrundeliegendem ball walk
angegeben werden.

Diese Fehlerschranken hangen von der Dimension d, der Schrittweite
0 des ball walk und einer Konstanten « < 1 aus den Voraussetzungen
an die Eingabedaten ab.

Markus Burkow wird hierzu konkrete Fehlerschranken (insbesondere
also obere Grenzen) flir beide Algorithmen angeben sowie als
zentrale Aussage fiir die Metropolisvariante die Abschatzung

. 2 8 - 16002 >0
HEIEOe(SI(27(f7p)) n =< W(‘“‘U'?

herleiten und somit das polynomielle Wachstum der Komplexitat in d.

Seminar zur Stochastischen Analysis Volumenabschéatzung konvexer Korper



Literatur

SchluBwort

Die Folien sowie eine textgleiche Druckversion (mit allen
Abbildungen) dieses Vortrags sind auch im Internet abrufbar unter:

www.grohganz.de/stochastic.html

Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit.
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