Raumlicher Poissonprozess
Seminar Zeitstetige Markovketten und Anwendungen

Prof. Dr. Roland M. Friedrich
Referent: Harald G. Grohganz

1 InhaltsUbersicht

Inhaltsverzeichnis

1 Inhaltsiibersicht 1
2 Definitionen 1
2.1 Wiederholung: Poissonprozesse . . . . . . ... ... ... .. ....... 1
2.2 Réumliche Poissonprozesse . . . . . . . . . . ... ... 2
3 Eigenschaften & Beispiele 3
3.1 Uberlagerungssatz . . . . . . . . . ..o 3
32 Abbildungssatz . . . . . ... 5
3.3 Konditionalitdt . . . . . . ... 6
34 Farbungssatz . . . . . ... e e e e e 7
4 Ausblick 8
4.1 Weitere Eigenschaften . . . . ... ... ... ... .. ... . . ..., 8
42 Simulation . . . . . ... 8
5 Literatur 9

2 Definitionen

2.1 Wiederholung: Poissonprozesse

Homogener Poissonprozess

Ein (zeitlich) homogener Poissonprozess ist ein Punktprozess, d.h. eine abzédhlbare Menge T,
deren Elemente eine Folge von nicht-negativen Zufallsvariablen (7},),>¢ sind, mit

e Ip=0
o n<hi<h<...
e lim, T, =00

in Kombination mit einem Zihlprozess N([a,b]) = ]I<a,b] NT|

e Fiir alle (a,b] € RT ist die Zufallsvariable N([a,b]) poissonverteilt mit Parameter A -
(b—a)
e Die Zufallsvariablen N([t;,#+1]), t; < t;+1 sind unabhingig.

Homogener Poissonprozess - lllustration
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Inhomogener Poissonprozess

Betrachtet man A nicht als Konstante, sondern als positive reellwertige Funktion, so erhélt
man einen inhomogenen Poissonprozess. Die Zufallsvariable N([a,b]) ist hier poissonverteilt
mit Parameter A, j,, wobei

A R—=RY, t—=Ar) und
b
Aup = / A (x)dx

gesetzt wird.

2.2 Raumliche Poissonprozesse

Homogener raumlicher Poissonprozess

Die abzihlbare zufillige Menge ITC RY, d € N wird Poissonprozess mit Intensitit A genannt,
wenn fiir alle A € 2(R?) die Zufallsvariable N(A) = [TINA| folgende Bedingungen erfiillt:

a) N(A) ist poissonverteilt mit Parameter A(A) := A - |A].
b) Fiir disjunkte Mengen Ay, ...,A, € Z(R?) sind N(A;),...,N(A,) unabhingige Zufalls-
variablen.

Homogener raumlicher Poissonprozess - lllustration
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Inhomogener rdumlicher Poissonprozess

Sei A : RY — R eine nicht negative, meBbare Funktion mit [, A (x)dx < oo fiir alle beschrinkten
Mengen A.

Die abzihlbare zufillige Menge IT C RY wird inhomogener Poissonprozess mit Intensititsfunktion
A(x) genannt, wenn fiir alle A € 2(R?) die Zufallsvariable N(A) = [[INA| folgende Bedin-
gungen erfiillt:

a) N(A) ist poissonverteilt mit Parameter A(A) := [, A (x)dx.
b) Fiir disjunkte Mengen Ay, ...,A, € Z(R?) sind N(A;),...,N(A,) unabhingige Zufalls-
variablen.

Wir nennen die Funktion A(A) fiir A € B(R?) Intensititsmaf} des Prozesses I1.




3 Eigenschaften & Beispiele

3.1 Uberlagerungssatz

Uberlagerungssatz

Fiir zwei unabhiingige, inhomogene Poissonprozesse IT' und IT” auf R mit dazugehorigen
Intensititsfunktionen A’ und A" ist die Menge IT = IT' UTI” wieder ein Poissonprozess mit

der Intensititsfunktion A = A’ + A"

Uberlagerungssatz - lllustration
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Uberlagerungssatz - Beweis

Sei N'(A) = |IT'NA| und N”(A) = |IT" NA|. Wir miissen zeigen, dass IT wieder ein Poisson-

prozess ist, also dass gilt:

a) N(A) =N'(A)+N"(A) ist poissonverteilt mit Parameter A(A) = A'(A) + A”(A).
b) Fiir disjunkte Mengen A1,A,,... € Z(R?) sind N(A;),...,N(A,) unabhingige Zufalls-

variablen. Insbesondere gilt téitséchlich N(A) =
IT fillt mit einem Punkt von IT” zusammen.

Uberlagerungssatz - Beweis von a)

PIN'(A)+N"(A)=n] = Y (P[N'(A)=

B n A/(A)ke*
N k;) < k!

_ e A/I
_ e +A//
= P[N(@A)=1]

Damit ist Aussage a) bewiesen.

Uberlagerungssatz - Beweis von b)

ITINA]| fiir alle A, d.h. kein Punkt von

k] -P[N"(A) = n—K])

Ny N4 eA”(A))

(n—k)!
n A//A(
i
) (N(A) + A”( )"
n!

Dass N(A;) unabhéngig fiir disjunkte A, A», ... sind, folgt sofort aus der Tatsache, dass fiir alle
i die Zufallsvariablen N'(A;) und N” (A;) unabhéngig sind. (Summen unabh. Zufallsvariablen

sind unabhingig.)

Da R? als abzihlbare Vereinigung beschrinkter Mengen betrachtet werden kann, geniigt zum
Zeigen von N(A) = [IIN A, dass fiir jedes beschriinkte A € R? fast sicher kein Punkt zu IT’

und I1” gehért. Hierfiir definieren wir die n-Boxen.




Definition: n-Box
Sei n > 1 und fiir k = (ki,...,kg) € Z¢ sei

d
Bi(n) =TT (k-27", (ki+1)-27"]
i=1

die n-Box an der Position k.

Illustration zu den n-Boxen
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Uberlagerungssatz - Beweis von b) (Fortsetzung)
Sei A C R4 beschrinkt, und A die Vereinigung aller B, (0), die A schneiden.

A

Die Wahrscheinlichkeit, dass A einen Punkt enthilt, der zu IT und IT” gehort, ist fiir alle
n beschrinkt durch die Wahrscheinlichkeit, dass eine in A liegende Box By (n) solch einen
Punkt enthilt. Wir zeigen nun, dass diese Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gegen O strebt.

PII'NI"NA#0] < Y PN'(Bi(n)) > 1,N"(Bi(n)) > 1]
k:By(n)CA

- Y (l_e—A’wk(n))) (l_e—A"<Bk<n>>)

k:By(n)CA

Y, N(Bi(m) N'(Be(m) (¥)

kin (}’l) QK

max {A'(Bi(n)}- Y A'(Bi(n))

k:Bk(n)gA k:Bk(n)QK

IN

IN

M,(A)-A'(A),

wobei
M,(A)= max A'(Bi(n)).
k:By(n)CA

(%) 1 —e™ <xfiirx>0.

Da A”(A) < oo nach Voraussetzung, verbleibt zum Abschluss des Beweises noch zu zeigen:

M,(A) = max A'(By(n)) —0
k:By(n)CA
fiir n — oo.

Da fiir den Beweis des Abbildungssatzes eine etwas stirkere Aussage bendtigt wird, zeigen
wir stattdessen ein Lemma, aus dem die obige Aussage sofort folgt. ged




Lemma

Sei u ein atomfreies MaB auf (R, Z(R?)), d.h. u({y}) = 0 fiir alle y € R. Sei n > 1 und
By (n) eine wie oben definierte n-Box.

Dann gilt fiir jede beschrinkte Menge A:

k:Br,?(%(gAu(Bk(n)) -0 fiir n — oo,

Beweis des Lemmas
0.B.d.A. sei A eine endliche Vereinigung von 0-Boxen. Sei

My (A) = k:Br%igAu(Bk(n))'

Nach Konstruktion gilt: M,, > M, 1.

Annahme: M,, - 0. Dann existiert ein § > 0, so dass M, (A) > 0 fiir alle n, ebenso existiert
fiir alle n > 0 eine n-Box By (n) C A mit i (By(n)) > 8. Wir firben eine m-Box schwarz, wenn
fiir alle n > m eine n-Box C’ C C existiert, sodass u(C’) > 6.

Schwarze n-Boxen - lllustration
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Beweis des Lemmas (Fortsetzung)

Nun ist A die Vereinigung von endlich vielen (0,1]%, und sei By eine derjenigen Boxen, fiir
die gilt: Es existieren unendlich viele n, sodass By eine n-Box B’ mit (1(B') > & enthilt.

Da u monoton ist, ist die 0-Box By schwarz. Durch ein dhnliches Argument enthélt By min-
destens eine schwarze 1-Box B;. Durch Fortsetzung enthalten wir eine unendliche absteigen-
de Folge By, Bj, ... aus schwarzen Boxen mit p(B;) > 6 fiir alle i, woraus sich der Wider-
spruch

0<8<limu(B;)=p (ﬂ&) =u({y}) =0

ergibt. ged

3.2 Abbildungssatz

Abbildungssatz

Sei IT ein inhomogener Poissonprozess auf R? mit Intensititsfunktion A, und sei f : R — R*
eine Abbildung mit A(f~'(y)) = O fiir alle y € R*. Weiterhin gelte fiir alle beschrinkten
Mengen B:
uB) =AGB) = [ A dx<e
Jf-1B

Dann ist f(IT) ein inhomogener Poissonprozess auf R® mit Intensitdtsmal .
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Beispiel zum Abbildungssatz: Polarkoordinaten

Sei IT Poissonprozess auf R” mit konstanter Intensitit A und sei f : R> — R? die Polarkoor-
dinatenfunktion f(x,y) = (r, ) mit

r=+v/x2+y*, 6=tan! (%) )

Da A(f~'(y)) = 0 fiir alle y € R? ist, folgt, dass f(IT) ein PoissonprozeB auf R? ist mit
Intensititsmal

w(B) :/ Adxdy=
fB BN

wobei S der Streifen {(r,0) | r > 0,0 < 0 < 2x} ist.

A-rdrd0,
s

Beispiel zum Abbildungssatz: Polarkoordinaten

Wir konnen uns f(IT) als Poissonprozess auf diesem Streifen mit Intensititsfunktion Ar vor-
stellen:

0A N\ RZ

2n

3.3 Konditionalitat

Konditionalitatssatz

Sei IT C R? ein inhomogener Poissonprozess mit Intensititsfunktion A, und sei A € B(R?)
mit 0 < A(A) < eo. Mit IINA| = n gilt: Die n in A liegenden Punkte haben dieselbe Verteilung
wie n unabhingige, zufillig gewihlte Punkte in A beziiglich des W’ malies

Da Q(B) = [zA(x)/A(A) dx, ist A(x)/A(A) die Dichtefunktion fiir x € A.

Bemerkung zum Konditionalitatssatz

Ist IT ein homogener Poissonprozess mit konstanter Intensitit A, so sind (unter der Bedingung
ITINA| = n) diese n fraglichen Punkte unabhéngig gleichverteilt in A.

Beweis zur Konditionalitat
Sei Ay, ...,A; eine Partition von A. Mit n = ny + - - - + ny, folgt:
P(N(A]) =ny, ...7N(Ak) =ny | N(A) = n)
[I:P(N(A;) = n;)
P(N(A) =n)
T A(4)" e M4 ;!
A(A)re=AA) /n)
n! e LAA)

- Hiéi! e AA) H@(A")ni

n!

= it LIQA"

nl!ng!---nk.

(Unabhéngigkeit)

Dies ist die Multinomialverteilung, welche die Gleichverteilung von n zufillig aus A ausge-
wihlten Punkten beziiglich des MaBes QQ beschreibt. ged
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3.4 Farbungssatz

Farbungssatz - Umkehrung des Uberlagerungssatzes

Sei IT ein inhomogener Poissonprozess mit Intensititsfunktion A (x). Wir spalten nun IT auf,
indem wir die Punkte von IT unabhiingig voneinander einfiarben:

Ein Punkt x € IT wird mit Wahrscheinlichkeit p;(x) griin geférbt, ansonsten mit der Wahr-
scheinlichkeit ps(x) := 1 — p;(x) rot.
Die Menge der griinen Punkte nennen wir I1; und die der roten I,.

Dann sind IT; und IT, unabhingige Poissonprozesse mit Intensititsfunktionen

PrAR) bzw. pa(x)A).

Beweis des Farbungssatzes

Sei A C RY mit A(A) < co. Wenn |[TINA| = n, folgt nach dem Satz oben, dass diese Punk-
te unabhéngig zufillig verteilt sind mit dem W’maB Q(B) = A(B)/A(A). Also gilt (wegen
Unabhingigkeit), dass ein zufillig ausgewihlter Punkt griin ist mit der W’keit

Pl Z/Apl(x)d@

bzw. rot mit W’keit p =1 — pj.
Ebenso folgt aus dem Konditionalititssatz: Die Anzahl der griinen Punkte N; und der roten
Punkte N, sind binomialverteilt:

n!

P(N] =n;,Ny=m |N(A)=n) =

=——n",p"?  (r=m+m),
ni:np.

und die Anzahl der griinen und roten Punkte sind unabhingig:

(m+m)! . A(A)T2eAA)
]PN = N>, = = [N ——— nj np -~/ -
(N1 =n1,Ny =ny) Ty 12 TSI
_ (B AQA) e A () A(A))2e P2 A
B ny! ny!

Aus der Definition von Q(B) folgt, dass diese poissonverteilt sind mit Parameter

SAA) = /A p1(x) A(4) dQ = /A PLOOA () dr,
@) = [ pa) A4 dQ = [ a2 () dx.

Die Unabhingigkeit fiir disjunkte Mengen folgt direkt aus der entsprechenden Eigenschaft
von IT selbst. ged

Beispiele fur Poissonprozesse

e Vorkommen von Sternen in einer Galaxis. Farbungssatz: Unterteilung in gelbe Sterne,
rote Riesen, weille Zwerge...

o Wetterereignisse wie Tornados. Firbungssatz: Unterteilung der Tornados nach Stirke.
Uberlagerungssatz: Kombination mit Erdbeben etc. in der Versicherungsbranche.

e Biren in Bayern (nach Edmund Stoiber) Farbungssatz: Unterteilung in ,,Schadbéren’
und ,,Problembiren‘ etc.




4 Ausblick

4.1 Weitere Eigenschaften

Abstandswahrscheinlichkeit zweier Punkte im R2:

Sei ein zweidimensionaler Poissonprozess mit Intensitit A gegeben, wir untersuchen nun die
Entfernung D zwischen einem Punkt A und seinem nichstgelegenen Nachbarn.

Fiir x > 0 gilt:

Fp(x) = P(D<x)=1-P(D>x)
= 1 —P(Kein Punkt auf dem Kreis um A mit Fliche mx?)
— 1 _ e*kﬂxz

Somit ergibt sich die Dichtefunktion

Illustration

oI1

° A=0,7
Fy(0,5) = 42,29%

Fy(1) =88,91%

Fy(2) = 99,98%
L]

>
»

Abstandswahrscheinlichkeit im R3:
Analog erhalten wir im dreidimensionalen Fall fiir x > 0:

Fp(x)=1- et i

und J
Jfalx) = o Fp(x) = AATRR e AT

4.2 Simulation

Simulation poissonverteilter Punkte im R?

EINGABE: Parameter A > 0, GroBe n € N. AUSGABE: Poissonprozess auf [0,7]? mit
konstanter Intensitit A.

1. Erzeuge n” poissonverteilte Zufallsvariablen N; i, Lj=1,..,n.

2.Firi,j=1,...,n: Erzeuge N;; unabh., gleichvert. Zufallsvariablen aus (0, 1)% Ver-
schiebe diese um (i, j).

Erzeugung einer poissonverteilten Zufallsvariable:

1. Setze L := e”l,p =1,k:=0.

2. Solange p > L: k=k+1 p=p-rand, wobeirandii.d.aus (0,1)
3. Ubergebe k— 1.
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Variation des Parameters A

10

A=0,5:|I1| =53
Abstandsmedian: 0,664

A =2: I =206

Abstandsmedian: 0,332

Zwei Prozesse mit gleichem 4

A=0,7: |11 =68
Abstandsmedian: 0,561

A=0,7:T =83

Abstandsmedian: 0,561

Variation von A und Skalierung

0

A=0,5: T =211

A =2: T =206

Abstandsmedian: 0,664 /2 Abstandsmedian: 0,332

5 Literatur

SchluBwort

Die Folien sowie eine textgleiche Druckversion (mit allen Abbildungen) dieses Vortrags sind

auch im Internet abrufbar unter:

www.bluesquaregroup.de/studium/grohganz/inhalte.php

Vielen Dank fiir IThre Aufmerksamkeit.
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