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Definitionen Wiederholung: Poissonprozesse

Réaumliche Poissonprozesse

Homogener Poissonprozess

Ein (zeitlich) homogener Poissonprozess ist ein Punktprozess, d.h.
eine abzahlbare Menge T, deren Elemente eine Folge von
nicht-negativen Zufallsvariablen (T,),>0 sind, mit

» To=0
> To<Ti< T < ..
> limp_oo Tn =
in Kombination mit einem Zahlprozess N([a, b]) = |25 N T|

» Fr alle (a, b] € R ist die Zufallsvariable N([a, b]) poissonverteilt
mit Parameter A - (b — a)

» Die Zufallsvariablen N([t;, t;11]), t < ti11 sind unabhangig.
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Definitionen Wiederholung: Poissonprozesse

Réaumliche Poissonprozesse

Homogener Poissonprozess - lllustration
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Definitionen Wiederholung: Poissonprozesse

Réaumliche Poissonprozesse

Inhomogener Poissonprozess

Betrachtet man A nicht als Konstante, sondern als positive
reellwertige Funktion, so erhéalt man einen inhomogenen
Poissonprozess. Die Zufallsvariable N({[a, b]) ist hier poissonverteilt
mit Parameter A, p, wobei

A R—=RT, t= A1) und
b
/\a,b = /)\(X)dX
a

gesetzt wird.
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Definitionen Wiederholung: Poissonprozesse

Réaumliche Poissonprozesse

Homogener raumlicher Poissonprozess

Die abz&hlbare zuféllige Menge M c RY, d € N wird Poissonprozess
mit Intensitat A genannt, wenn fiir alle A € B(RY) die Zufallsvariable
N(A) = [N n A| folgende Bedingungen erfllt:

a) N(A) ist poissonverteilt mit Parameter A(A) := X - |A|.
b) Fir disjunkte Mengen Ay, ..., A, € B(RY) sind N(A1), ..., N(A,)
unabhangige Zufallsvariablen.
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Definitionen
Wiederholung: Poissonprozesse

Réaumliche Poissonprozesse

Homogener raumlicher Poissonprozess - Illustration
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Definitionen Wiederholung: Poissonprozesse

Réaumliche Poissonprozesse

Inhomogener raumlicher Poissonprozess

Sei A : R? — R eine nicht negative, meBbare Funktion mit
JaA(x)dx < oo fiir alle beschrankten Mengen A.

Die abz&hlbare zuféllige Menge N c RY wird inhomogener
Poissonprozess mit Intensitatsfunktion A(x) genannt, wenn fir alle
A € B(RY) die Zufallsvariable N(A) = |1 N A| folgende Bedingungen
erfallt:

a) N(A) ist poissonverteilt mit Parameter A(A) := [, A(x)dx.
b) Fir disjunkte Mengen Ay, ..., A, € B(RY) sind N(A1), ..., N(A,)
unabhéngige Zufallsvariablen.

Wir nennen die Funktion A(A) fiir A € B(RY) Intensitdtsmali3 des
Prozesses I.
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Uberlagerungssatz

Far zwei unabhangige, inhomogene Poissonprozesse M’ und N’ auf
RY mit dazugehdrigen Intensitatsfunktionen X’ und \” ist die Menge
N =N’ u N” wieder ein Poissonprozess mit der Intensitatsfunktion
A= XN+
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
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Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Uberlagerungssatz - lllustration

o , o « ° 21A| = |B|
® [ ]
. o o o ° 2-N(A) = N(B)
© o
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Eigenschaften & Beispiele

Uberlagerungssatz - Beweis

Sei N'(A) = [N Al und N”(A) = |N” N Al. Wir missen zeigen, dass
I wieder ein Poissonprozess ist, also dass gilt:
a) N(A) = N'(A) + N”(A) ist poissonverteilt mit Parameter
A(A) = N (A) + N'(A).
b) Fir disjunkte Mengen A;, Ay, ... € B(RY) sind N(A1), ..., N(Ap)
unabhangige Zufallsvariablen.
Insbesondere gilt tatsachlich N(A) = |l N A| fur alle A, d.h. kein
Punkt von M’ fallt mit einem Punkt von M” zusammen.
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Uberlagerungssatz - Beweis von a)

PIN'(A)+ N"(A) =n] = S (PN'(A) = K] - P[N"(A) = n— k])
k=0
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
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Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Uberlagerungssatz - Beweis von a)

PIN'(A)+ N"(A)=n] = 3 (PIN'(A) = k] - P[N"(A) = n - k])
k=0
R (NA v NAT
- (S T )
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
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Eigenschaften & Beispiele

Uberlagerungssatz - Beweis von a)

PIN'(A)+ N"(A) =n] = S (PN'(A) = K] - P[N"(A) = n— k])
k=0

_ i N (A) o NA) . N'(A)"—H) o N'(A)
k! (n— k)!

k=0
_ e—(/\’(A)+/\”(A)) ) zn: /\/(A)k . A//(A)(n—k)
K- (n— K)!

k=0
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Uberlagerungssatz - Beweis von a)

n

PIN'(A)+ N"(A)=n] = 3 (PIN'(A) = k] - P[N"(A) = n - k])
k=0
R (NA v NAT
- L (e e )

n k _k
_ e—(/\’(A)+/\”(A)) ) Z /\/(A) . A//(A)(n )

Kl (n— k)
e (NAN(A) (N'(A) + N"(A)"
n!
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Uberlagerungssatz - Beweis von a)

n

PIN'(A)+ N"(A)=n] = > (P[N'(A) = k] - P[N"(A) = n — K])
k=0
n /\'(A)k o /\//(A)(n—k) N
_ k;( Ao A(A).We A (A)>
N . n A/Ak_A//A(n_k)
— oA (A)),z:: (k)!'(n—(k))!
_ oy (N(A) + A(A))"
!
= P[N(A) =n| !

Damit ist Aussage a) bewiesen.
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Uberlagerungssatz - Beweis von b)

Dass N(A;) unabhangig fir disjunkte A¢, Ag, ... sind, folgt sofort aus
der Tatsache, dass fir alle i die Zufallsvariablen N'(A;) und N”(A;)
unabhéngig sind. (Summen unabh. Zufallsvariablen sind
unabhéangig.)

Da RY als abz&hlbare Vereinigung beschrankter Mengen betrachtet
werden kann, geniigt zum Zeigen von N(A) = |1 N AJ, dass fir jedes
beschréankte A € RY fast sicher kein Punkt zu I’ und " gehért.
Hierfir definieren wir die n-Boxen.
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Definition: n-Box

Sei n > 1und fir k = (ki, ..., kg) € Z9 sei

d
B =] (k-2 (k4 1)-27]

i=

—_

die n-Box an der Position k.

Seminar Zeitstetige Markovketten und Anwendungen Raumlicher Poissonprozess
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[llustration zu den n-Boxen

A R’
Bz (1)
2 -
B.1(0) D
1 -
Bu:(2)
1 2 3 4 5
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Uberlagerungssatz - Beweis von b) (Fortsetzung)

Sei A C RY beschrankt, und A die Vereinigung aller Bx(0), die A
schneiden.

A

Die Wahrscheinlichkeit, dass A einen Punkt enthalt, der zu M’ und N”
gehort, ist fir alle n beschréankt durch die Wahrscheinlichkeit, dass
eine in A liegende Box B(n) solch einen Punkt enthalt. Wir zeigen
nun, dass diese Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gegen 0 strebt.
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PMAN'nA#£0] < > P[N'(B(n) >1,N"(Bk(n)) > 1]
k:Bx(n)CA
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PMAN'nA#£0] < > P[N'(B(n) >1,N"(Bk(n)) > 1]
k:Bx(n)CA

Z (1 B e—/\’(Bk(n))) (1 _ e—/\”(Bk(”)))

k:Bk(n)gZ
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BN A A0 < S EIN(Bi(n) > 1,N"(Be(n) > 1]
k:By(n)CA
Y (1o e NEM) (1 e N B
k:Bk(n)gA( ) ( )
< Y N(Bn) N'(B(n) (+)
k:By(n)CA
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F AN NAZ0] < > PN(B(n) > 1.N"(Bu(n) > 1]

k:B(n)CA

> (1 _ e—A'(Bk(n») (1 _ e—A”(Bk(n»)
k:Bk(n)gZ

< Y N(Bn) N'(B(n) (+)
k:Bi(n)CA

< max {N(Bk(m)}- > A(Bk(n))
k:Bi(n)CA

k:By(n)CA

Seminar Zeitstetige Markovketten und Anwendungen Raumlicher Poissonprozess
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F AN NAZ0] < > PN(B(n) > 1.N"(Bu(n) > 1]

k:B(n)CA

> (1 _ e—A'(Bk(n») (1 _ e—A”(Bk(n»)
k:Bk(n)gZ

< Y N(Bn) N'(B(n) (+)
k:Bi(n)CA

< max {N(Bk(m)}- > A(Bk(n))
k:Bi(n)CA

k:By(n)CA
= My(A)-N'(A),
wobei

Mn(A) = max _N(Bk(n)).
k:By(n)CA

(¢x): 1 —e X< xfirx>0.
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Da A”(A) < oo nach Voraussetzung, verbleibt zum Abschluss des
Beweises noch zu zeigen:

Mn(A) = max N(Bx(n)) — 0
k:By(n)CA

fir n — oo.

Da fiir den Beweis des Abbildungssatzes eine etwas starkere
Aussage benétigt wird, zeigen wir stattdessen ein Lemma, aus dem
die obige Aussage sofort folgt. ged
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Sei 1 ein atomfreies MaB auf (R?, B(R?)), d.h. u({y}) = 0 fur alle
y € RY. Sei n > 1 und By(n) eine wie oben definierte n-Box.
Dann gilt fiir jede beschrankte Menge A:

B -0 fQ .
k;é&%)ngM( (1)) ir n — oo
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Beweis des Lemmas

0O.B.d.A. sei A eine endliche Vereinigung von 0-Boxen. Sei

Mn(A) = max u(Be(n).

Nach Konstruktion gilt: M, > M, 1.
Annahme: M, - 0. Dann existiert ein 6 > 0, so dass M,(A) > ¢ fur
alle n, ebenso existiert fir alle n > 0 eine n-Box Bi(n) C A mit

w(Bk(n)) > 6. Wir farben eine m-Box schwarz, wenn fir alle n > m
eine n-Box C’' C C existiert, sodass u(C’) > 6.
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Uberlagerungssatz

. P Abbildungssatz
Eigenschaften & Beispiele Konditionalitét

Farbungssatz

Schwarze n-Boxen - lllustration

L]
0 W W

w

\ 4
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Beweis des Lemmas (Fortsetzung)

Nun ist A die Vereinigung von endlich vielen (0, 1], und sei B, eine
derjenigen Boxen, fir die gilt: Es existieren unendlich viele n, sodass
By eine n-Box B’ mit (B’) > ¢ enthalt.

Da p monoton ist, ist die 0-Box By schwarz. Durch ein ahnliches
Argument enthélt By mindestens eine schwarze 1-Box B;. Durch
Fortsetzung enthalten wir eine unendliche absteigende Folge

By, By, ... aus schwarzen Boxen mit u(B;) > ¢ fur alle i, woraus sich
der Widerspruch

0<d< limuB <ﬂ8>_u{y})_0

I—00

ergibt. ged
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Abbildungssatz

Sei N ein inhomogener Poissonprozess auf RY mit Intensitatsfunktion
A, und sei f : RY — RS eine Abbildung mit A(f~"(y)) = 0 fiir alle
y € Rs. Weiterhin gelte fir alle beschrankten Mengen B:

w(B)=A(f'B) = /HBA(X) dx < oo

Dann ist f(I) ein inhomogener Poissonprozess auf R® mit
Intensitatsmal3 u.
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Beispiel zum Abbildungssatz: Polarkoordinaten

Sei N Poissonprozess auf R? mit konstanter Intensitat A und sei
f : R? — R? die Polarkoordinatenfunktion f(x, y) = (r, ) mit

r=+vx2+y2, 6f=tan"" (%)

Da A(f~'(y)) = O fur alle y € R2 ist, folgt, dass f(I) ein
PoissonprozeR auf R? ist mit Intensitatsmaf

M(B):/ AXdxdy= [ X-rdrade,
f-1B BNS

wobei S der Streifen {(r,0) | r > 0,0 < 8 < 2r} ist.
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Beispiel zum Abbildungssatz: Polarkoordinaten

Wir kénnen uns f(I1) als Poissonprozess auf diesem Streifen mit
Intensitatsfunktion Ar vorstellen:

0A . Rz

2n
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Konditionalitatssatz

Sei N c RY ein inhomogener Poissonprozess mit Intensitatsfunktion
A, und sei A € B(RY) mit 0 < A(A) < co. Mit [N A| = n gilt: Die nin
A liegenden Punkte haben dieselbe Verteilung wie n unabhangige,
zuféllig gewahlte Punkte in A bezlglich des W’maBes

A(B
Q(B) /\EA; BCA
Da Q(B) = [z A( A) dx, ist A(x)/A(A) die Dichtefunktion fur

x € A
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Bemerkung zum Konditionalitatssatz

Ist I ein homogener Poissonprozess mit konstanter Intensitat A, so
sind (unter der Bedingung |1 N A| = n) diese n fraglichen Punkte
unabhéngig gleichverteilt in A.
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Beweis zur Konditionalitat

Sei Ay, ..., A eine Partition von A. Mit n = ny + - - - + ny folgt:
P(N(A1) =M,..., N(Ak) = Nk | N(A) = n)

[[;P(N(A) = ni)
P(N(A) = n)

(Unabhangigkeit)
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Beweis zur Konditionalitat

Sei Ay, ..., A eine Partition von A. Mit n = ny + - - - + ny folgt:
P(N(A1) =M,..., N(Ak) = Nk | N(A) = n)
[[; P(N(A) = i)
P(N(A) = n)
HI-/\(A,')H’G_A(A’)/I’),’!
A(A)"e—NA) /nl

(Unabhangigkeit)

Seminar Zeitstetige Markovketten und Anwendungen Raumlicher Poissonprozess



Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Beweis zur Konditionalitat

Sei Ay, ..., A eine Partition von A. Mit n = ny + - - - + ny folgt:
P(N(A1) =M,..., N(Ak) = Nk | N(A) = n)
[I; P(N(A) = m)
P(N(A) = n)
HI-/\(A,')H’G_A(A’)/I’),’!
A(A)"e—NA) /nl
n e X MA)

= 71_[,-}7/! A HQ(A,-)m

1

(Unabhangigkeit)
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Beweis zur Konditionalitat

Sei Ay, ..., A eine Partition von A. Mit n = ny + - - - + ny folgt:
P(N(A1) =M,..., N(Ak) = Nk | N(A) = n)
[I; P(N(A) = m)
P(N(A) = n)
HI-/\(A,')H’G_A(A’)/I’),’!
A(A)"e—NA) /nl
n e X MA)

- H};IWH@(A’)"’

B r)1|n2 nkl HQ

i

(Unabhangigkeit)
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Beweis zur Konditionalitat

Sei Ay, ..., A eine Partition von A. Mit n = ny + - - - + ny folgt:
P(N(A1) =M,..., N(Ak) = Nk | N(A) = n)
[I; P(N(A) = m)
P(N(A) = n)
HI.A(A,-)”"e—A(A’)/n,-!
A(A)"e—NA) /nl
n e X MA)

- H};IWH@(A’)"’

- r)1|n2 < Ng! HQ

i

(Unabhangigkeit)

Dies ist die Multinomialverteilung, welche die Gleichverteilung von n
zuféllig aus A ausgewdhlten Punkten beziiglich des MaBes Q
beschreibt. ged
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Farbungssatz - Umkehrung des Uberlagerungssatzes

Sei I ein inhomogener Poissonprozess mit Intensitatsfunktion A(x).
Wir spalten nun I auf, indem wir die Punkte von I unabhéngig
voneinander einfarben:

Ein Punkt x € N wird mit Wahrscheinlichkeit py(x) grin gefarbt,
ansonsten mit der Wahrscheinlichkeit p»(x) := 1 — p;(x) rot.

Die Menge der griinen Punkte nennen wir Iy und die der roten Ia.
Dann sind Iy und M» unabhangige Poissonprozesse mit
Intensitatsfunktionen

PIOOAX) bz, pa(X)A(x).

Seminar Zeitstetige Markovketten und Anwendungen Raumlicher Poissonprozess



Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Beweis des Farbungssatzes

Sei A C RY mit A(A) < co. Wenn |1 N A| = n, folgt nach dem Satz
oben, dass diese Punkte unabhangig zufallig verteilt sind mit dem
W'maB Q(B) = A(B)/A(A).
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Beweis des Farbungssatzes

Sei A C RY mit A(A) < co. Wenn |1 N A| = n, folgt nach dem Satz
oben, dass diese Punkte unabhangig zufallig verteilt sind mit dem
W'maB Q(B) = A(B)/A(A). Also gilt (wegen Unabhangigkeit), dass
ein zuféllig ausgewahlter Punkt griin ist mit der W’keit

P Z/AM(X)C’Q

bzw. rot mit Wkeit po =1 — py.
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Ebenso folgt aus dem Konditionalitatssatz: Die Anzahl der griinen
Punkte N; und der roten Punkte N» sind binomialverteilt:

n!
nilno!

=

P1

ne

P(N1 =n,No=no ‘ N(A) = n) = [52 (n: n 4+ ng),
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Ebenso folgt aus dem Konditionalitatssatz: Die Anzahl der griinen
Punkte N; und der roten Punkte N» sind binomialverteilt:

P(Ny =ny,No =np | N(A)=n) = ——p;" (n=ny + ),

und die Anzahl der griinen und roten Punkte sind unabhéngig:

(M+m) . A(A)™+12g=NA)

— — m
P(N1 =M, N2 o n2) nylno! 1P (n1 + n2)!
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Ebenso folgt aus dem Konditionalitatssatz: Die Anzahl der griinen
Punkte N; und der roten Punkte N» sind binomialverteilt:

P(N1 =n,No=no ‘ N(A) = n) —e) m (n =M + ng),

und die Anzahl der griinen und roten Punkte sind unabhéngig:

(M+m) . A(A)™+12g=NA)

P(N1 =n,No = nz) = W P17 P2 (n1 + n2)[
_ (P A(A) e P A (pp A(A))2e P N
o ny! no!
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Ebenso folgt aus dem Konditionalitatssatz: Die Anzahl der griinen
Punkte N; und der roten Punkte N» sind binomialverteilt:

P(Ny =ny,No =np | N(A)=n) = ——p;" (n=ny + ),

und die Anzahl der griinen und roten Punkte sind unabhéngig:

m+nm) _, _ A(AY 1+ g=NA)
P(N1 =M, N2 = n2) = u p1 n1p2n2 A ()—

nylno! (n1 -|—n2)!
_ (B ANA)T e P N (g N(A))Ee P2 MA
ny! no!

= P[N1 = n1] -P[Ng = ng].
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Aus der Definition von Q(B) folgt, dass diese poissonverteilt sind mit
Parameter

PINA) = /A p1(x) N(A) dQ = /A PIX)A(X) i,

BMA) = [ pa) MA a2 = [ paA(H) e
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz

Eigenschaften & Beispiele Konditionalitat

Farbungssatz

Aus der Definition von Q(B) folgt, dass diese poissonverteilt sind mit
Parameter

BINA) = /A p1(x) A(A) dQ /A pr(X)A(X) d,
BA(A) = /A pa(x) A(A) dQ = /A Pa(X)A(x) 0.

Die Unabhéangigkeit fiir disjunkte Mengen folgt direkt aus der
entsprechenden Eigenschaft von I selbst. ged
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Beispiele flr Poissonprozesse

» Vorkommen von Sternen in einer Galaxis.
Farbungssatz: Unterteilung in gelbe Sterne, rote Riesen, weil3e
Zwerge...
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Beispiele flr Poissonprozesse

» Vorkommen von Sternen in einer Galaxis.
Farbungssatz: Unterteilung in gelbe Sterne, rote Riesen, weil3e
Zwerge...

» Wetterereignisse wie Tornados.
Farbungssatz: Unterteilung der Tornados nach Starke.
Uberlagerungssatz: Kombination mit Erdbeben etc. in der
Versicherungsbranche.
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Uberlagerungssatz
Abbildungssatz
Konditionalitéat
Farbungssatz

Eigenschaften & Beispiele

Beispiele flr Poissonprozesse

» Vorkommen von Sternen in einer Galaxis.
Farbungssatz: Unterteilung in gelbe Sterne, rote Riesen, weil3e
Zwerge...

» Wetterereignisse wie Tornados.
Farbungssatz: Unterteilung der Tornados nach Starke.
Uberlagerungssatz: Kombination mit Erdbeben etc. in der
Versicherungsbranche.

» Béren in Bayern (nach Edmund Stoiber)
Farbungssatz: Unterteilung in ,Schadbaren” und ,Problembaren*
etc.
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Weitere Eigenschaften

Ausblick Simulation

Abstandswahrscheinlichkeit zweier Punkte im R2:

Sei ein zweidimensionaler Poissonprozess mit Intensitat A gegeben,
wir untersuchen nun die Entfernung D zwischen einem Punkt A und

seinem nachstgelegenen Nachbarn.
Fir x > 0 gilt:

Fo(x) = P(D<x)=1-P(D > x)
1 — P(Kein Punkt auf dem Kreis um A mit Flache 7x?)

—Amx?

= 1-e

Somit ergibt sich die Dichtefunktion

fo(x) := di)'( Fp(x) = 2\rx - e 2%
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Weitere Eigenschaften
Simulation

Ausblick

lllustration

A *
L
2 T [ H
® A=07
i1 F,(0,5) = 42,29%
Fy(1) = 88,91%
Fy(2) = 99,98%
L]
L ]
+ + + ' ' >
1 2 3 4 5
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Weitere Eigenschaften

Ausblick Simulation

Abstandswahrscheinlichkeit im R3:

Analog erhalten wir im dreidimensionalen Fall fur x > 0:
Fp(x)=1— e 5%

und
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Weitere Eigenschaften

Ausblick Simulation

Simulation poissonverteilter Punkte im R?

EINGABE: Parameter A > 0, Gr6Be n € N.
AUSGABE: Poissonprozess auf [0, n]?> mit konstanter Intensitét .

1. Erzeuge r? poissonverteilte Zufallsvariablen N;, i j=1,....n.
2. FOri,j=1,...,n
Erzeuge Nj unabh., gleichvert. Zufallsvariablen aus (0, 1)2.
Verschiebe diese um (i, j).

Erzeugung einer poissonverteilten Zufallsvariable:
1.Setze L:= e p:=1,k:=0.
2. Solange p > L:
k=k+1
p=p-rand, wobeirandi.i.d.aus (0,1)
3. Ubergebe k — 1.
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Ausblick

Variation des Parameters \

Weitere Eigenschaften
Simulation
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A=0,5:|N] =53
Abstandsmedian: 0,664

e Markovketten und Anwendungen

A=2:|N| =206
Abstandsmedian: 0, 332
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Ausblick

Weitere Eigenschaften
Simulation

Zwei Prozesse mit gleichem )\
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A=0,7:|N| =68
Abstandsmedian: 0, 561
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Weitere Eigenschaften
Simulation

Ausblick

Variation von A und Skalierung
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A=0,5:|N =211
Abstandsmedian: 0,664/2
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Literatur

SchlufBwort

Die Folien sowie eine textgleiche Druckversion (mit allen
Abbildungen) dieses Vortrags sind auch im Internet abrufbar unter:

www.bluesquaregroup.de/studium/grohganz/inhalte.php

Vielen Dank fur Ihre Aufmerksamkeit.
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